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Die Spin-Gruppen Spin(k) sind Untergruppen der Gruppe der Einheiten in der Clifford-
Algebra.

A. Clifford-Algebren

Fir k =0,1,2,... wird eine reelle Algebra C der Dimension 2¢ definiert.
Als erstes setze man

Co=R.
Weiterhin muss C; 2-dimensional sein: man nehme eine Basis (1,€).

Sei 1 eine vielfache Identitét und definiere ez = -1.
Man erklére die Multiplikation

(a+ be)(c + de) = (ac — bd) + (ad + bc)e.

Man sieht, dass
C1§C

as 2-dimensionale reelle Algebra.
Weiter muss C; 4-dimensional sein. Man nehme nun die Basis (1, e, &, e1&;) und setze
e?=-1,e?=-1und e;e; = -&€i.

Man sieht, dass die Abbildung
1->1
€ -> i
&-> ]
&g -> kK

einen Isomorphismus gibt:
Cz =H.
Definition: Cy ist eine Algebra, welche erzeugt ist als eine Algebradurch (ey, e, ... &) mit
e2=-1lundeg =-gg falsi #]j.
Um zu erkléren, was mit ,erzeugt as eine Algebra’ gemeint ist, erwagt man Cs.

Zu ey, &, e muss man 1 und die Produkte von den g dazu nehmen, um eine Vektorraumbasis
fir C3 zu bekommen.
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Dabel erhélt man folgende Basis der Dimension 23 = 8:
{1, el &, &, €16, €163, E263, €16263} .

Dasselbe Argument zeigt, dass

{e1..eli1<ir<..<i,0<r<k} eineVektorraumbasisfiir Cy ist
(r = 0 kennzeichnet das Element 1 der Basis).

Die Abbildung
Cc1d6-> 6 € C

ist eine Unteralgebra von Cy
CocCicCc...cCucC....

Co, C1 sind Korper, C, ist Schiefkorper, aber man kann dies nicht fir k > 2 erwarten.

Satz|: Firalek>2hat C, Nullteiler.

Beweis: Esgenlgt, einen Nullteiler in Cs zu finden, d. h. ein x = 0 bedeutet,
dasseseiny = 0 mit xy = 0 gibt.

Seien x = 1+eee; und y = 1- eree3, so folgt:

Xy = (1+ ere63)(1- ere0e3)

1-ee63+ €663~ 66301663
1- e1ex(-€163)6263

1- eieree3663

1- eje1ex(-e263)€3

1+ eeeeese;

1-1

0

Alsoist x Nullteller.

Definition:  Sind A und B reelle Algebren, so ist ihre direkte Summe A@B die Menge aller
Paare (x,y) mit xeA undyeB

A®B={(x,y) | xeA undyeB}
mit Operationen

(xy) + (zw) = (x+Z, y+Ww)
r(x.y) = (rxry)
(x.y)(zw) = (xz, yw)

wobei x,zeA, y,weB undreR.
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Satzll: i) A®B hat Nullteiler;
i) Fur jeden Korper F hat My(F) Nullteiler, falls n>2.

Beweis. i) Sa (1,0)eA, (0,1)eB.

[é][?]z[g] => A®B hat Nullteiler

i) Sei nun [} }]eMZ(F) und “ H eMa(F).

Dann gilt: [} H “ H= [3 EJ

Also Mp(F) (fir n>2) hat Nullteiler.

Es gibt den gleichen Weg, um zu C4 zu kommen.

Man iiberlege: Cc He H®H < Mo(H), wobei C=Cy, H=Cp, H®H =Cs, Mo(H )=Ca.

Alsfolgendes werden reprasentiert:
a 0
acC durch [D 1

a

q 0
geH durch[ﬂ q J

0
(01, 92) eH@®H durch [gl qg}.

Die Abbildung i

K ? e
1)
e
2 5]

gibt einen Isomorphismus.
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B. Pin(k) und Spin(k)

Sei R¥ ein k-dimensionaler VVektorraum in Cy, aufgespannt durch ey, &, ... , &, die
Orthonormalbasis bzgl. Skalarprodukt bilden, und sei S¢* die Einheitssphare in R.

Satzlll: WennC die Gruppevon Einheitenin Cyist, dann gilt S“'c G,
d. h. jedesxe S? ist eine Einheit.

Beweis.  Sei X = aertapert... tae Mit ap+ap?+...+a2=1lund sei y = (-a))e1+(-a)
e+...+(-a)ec S
Dann gilt:
Xy = (a€r+aeo+... +ae)( (-a)ert(-&) ext... H(-a)&) = Zisa(-g)eg + Zisa(-

g)eg =0+ +Xija(-g)ag = Li5a(-g)(-1) = a*+a?+...+a2 =1,
daee=-1flri=1, ..., kist.

Definition: Pin(k) ist die Untergruppe von Cy, erzeugt durch S¢*.

Folglich ist jedes Element von Pin(k) ein endliches Produkt von Elementen aus S<*.

Man definiere eine Konjugation in Cy. Es genligt, diese Konjugation auf Basi selementen zu
definieren, und man setze:

(8162...€1) = (-&1)..(-82)(-61) = (-1)" &...e81

z.B.
L=
. & = -8
) (eg) = (-1)%ge =-eg;
(ega) = (-1)%age = -age = g = -a6a@ = ege&
Klar ist, dass
x) =x.

Also: (xy) =y'x,
wegen

(e162---61)( 6182.--69) = (€1€2..-616162...69)
= (-69...(82)(8D)(e)...(e)(-en)
= (6162...69 (8162...6)) .

Man definiere einen Automorphismus a von Ci durch:

a(e) =-€
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(Konjugation ist kein Automorphismus, da die Konjugation mit . bei jedem g Ubereinstimmt,
aber o(e€) = o(e)a(e) = (-&)(-g) = &g, andererseits (eg) =-eq.)

Definition:

Fir uePin(k) und xeR* setzt man
o(U)(X) = a(u)xu .

Esist nicht klar, dass ¢(u)(x) eR¥, aber esist eine Folgerung aus den folgenden 2 Satzen.

Satz1V:

Beweis:

Ist ue S’ Pin(k), soist o(u) Spiegelung in R an Hyperebene,
rechtwinklich zu u.

Man nehme eine Orthonormalbasis (Uy, Uy, .. , U) aus R* mit u; = u.
(Durch Lineartransformation von Orthonormalbasis{ ey, &, ... , &} bekommt man
neue Orthonormalbasis { Uy, Uy, ... , U}).

Man Uberlege:  o(ur)(ui) = a(un)uits = (-Up)Ui(-Us) = Usliuy,

Undesfolgt:  fiir i=1: o(u)(ur) = o(ug)uats = (-Up)ug(-Ug) = -Uy
fari=1: e(ur)(w) = a(u)uius = (-ug)ui(-Ug) = UzliUg = -UjUgUg = U; .
$

¢ ist ein surjektiver Homomorphismus von Pin(k) in O(k) und ker ¢ = {1, -1}.

Jedes Element von Pin(k) ist ein endliches Produkt von Elementen aus S

Um zu beweisen, dass ¢ ein Homomorphismusist, reicht esu,ve S und xeR*
Zu nehmen.

Dann gilt:
P(UV)(X) = a(UV)X(UV)" = a(U)(a(V)xv )u" = p(U)(@(V)X) = p(U)P(V)(X).

Es folgt nun, dass firr jedes uePin(k) o(u) , bildet R¥ in R* ab“ und esist
orthogonal, da es ein Produkt einer Spiegelung ist.

Im Kapitel VIII (Satz 12-13) wurde gezeigt, dass O(k) durch Spiegelungen erzeugt
wurde, s. d. ¢ surjektiv ist.

Esist klar, dass 1 und -1 im Kern von ¢ sind, dagilt:

o(1)(x) = oa()x1 = a(1)x1 = 1x1 =x
(-D)(X) = a(-1)x(-1)" = o(erer)x(eer) = aer)a(er)xer e
= (-e))(-e)x(-er)(-e1) = (-1)x(-1) = x

Wenn man ei€e;...e, ausdem Kernvon ¢ mitr>1 nimmt (r = 1 kann nicht
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vorkommen, da nach Satz 4 ¢ eine Spiegelung und Determinante von ¢ gleich -1
wére, also wére ¢ fur r = 1 keine ldentitdt sein konnen),
erhalt man einen Widerspruch wiefolgt:

Damit p(e162...6) Identitét ist, soll gelten:
Fir jedesxeR* ¢(a162...6)(X) = X.

Man Uberlege: o(e162...er)(X) =X )
o(e182...enX(e182...61) =X

(r soll gerade sein, da(e1€2...er) = o(er)o(e2) ... p(er), wobei das Produkt einer
ungeraden Zahl der Spiegelungen keine Identitét sein kann)

Man multipliziere die beiden Seiten von rechts mit e:€....€;,
wobe g:62...e; = ((6162...6r) ) undr geradeist:

(-1 e1€2...eX(-1)" & ...82616162...6 = XE162...6
(-1 e1€2...eX(-1)'(-1)" =xe1€2...6¢
€162...6X = X€162...6 .

Sei x = g1, dann folgt
€162...661= €16162...6¢
(-1)™ €18182...6r = - 2.6
('l)rQZ---ar =-62..6
€2...6r = - 62...6¢
€2..6r+€2...6,=0
267.6=0
€2...6,=0.

Man kommt also zum Widerspruch, da e; Einheiten sind.
Also ker o ={1, -1}.

Definition:  Spin(k) = ¢ [SO(K)] = {xePin(k) | p(x)eSO(K)}.

Man rechne nun Spin(1), Spin(2), Spin(3) aus.

C.=C,s0C; = C\{0} und Pin(1) ist eine Untergruppe von C; , erzeugt von S° = { ey, -e1} .

Pin(l) =<e>={e, e’ =-Le’=-e,e'=1} =24
Dann:

Spin(l) ={alla=1} ={-1, 1} = Z>.

C,=H,soC, = H\{0} und Pin(2) ist eine Untergruppe von C, ,
erzeugt von S' = {ae;+bey| & + b? = 1}.
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Seien aey+be,, cej+de,e St

Nun (ae;+bey)(cer+dey) = -(ac + bd) + (ad — bo)ere,
s.d. Pin(2) S={c+ dee] c®+ d? = 1} beinhalten muss.

Also gilt:
Pin(2) = Su S'und
Spin(2) = S={c + dered ¢ + o’ = 1}.
Anaog dazu
Spin(3) = {a+ beie; + cejes + deves| & +b*+ + P = 13.
Und man sieht

Spin(3) = Sp(1).
Dieser Teil wird mit einer Berechnung des Zentrums der Spin-Gruppen abgeschlossen.

Zuerst hat man immer {1, -1} im Zentrum.

Spin(1), sowie Spin(2) ist aquivalent ihrem Zentrum

(seienc + deiey, X + yei&, € Spin(2), (¢ + dewer)(X + yeiy) = CX + cyere, + dxere; +dyeeee,
= (x +yeiey)(c + desey)).

Also sel k>3.

Man stelle sich vor, e;&....e, scheitert g zu beinhalten. Man nehme ein Element e,¢ und
Uberlege

(e182.-€)(er8) = (-1)ere182..e)8 = (-1)(-1) (e6)(e182..-€r) = -(&r8)(81682...6)
beweisend, dass €1€,...; nicht im Zentrum ist.

Also sind e1&...e und -e;€;...6 die einzigen Kandidaten (neben lund -1).

Nun fur k ungerade: ere,...e liegt nicht in Spin(k) (nach Konstruktion von Spin(k)).
Fur k = 2n sehen wir, dass

(e162...en)(8182...€1) = (-1) @ (e182...6/) (€162...60) = (81612...61)(€162...€21)
s.d. ee...exn im Zentrum ist (analog fur -ee;...€2n).

Satz VI: (i) Ist k ungerade, so gilt: Zentrum Spin(k) = {1, -1}.
(i) Zentrum Spin(2n) = Z,4, falls n ungerade ist.
(iif) Zentrum Spin(2n) = Z,®Z,, fallsn gerade ist.

Beweis. (i) ist schon bewiesen (siehe oben) und man hat gesehen, dass
Zentrum Spin(2n) = {1, -1, e1&y...€x, - €16...1}
Notiere,dass
(&162...6n) (E162..€2n) = (-1)*(-1)*™2... ’ 1)*"") eie1e08 ... €000
— (_1)2n(_1)2n-1(_1)2n-2. N (_1)2n- 2n-1) — (_1)n(2n+1) )

(e162...€n)(€165...€n) = (-1)"*™Y = 1, falls n gerade
(e160...e0) (€162...80r) = (-1)"@™P = -1, falls n ungerade

Damit ist der Satz bewiesen.
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